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张五常：根据我40年的经济学
研究经验，

经济学中有两个基本原理，对
这两个原理的掌握和理解程度
能反映一个经济学者的水平。
其一，约束条件下的极大化；
其二，在一般情况下需求曲线
斜率为负。

“

”

张五常
著名经济学家
香港大学经济金融学院院长



本章目的
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商务决策经常遇到资源配置问题，这些问题往往需
要考虑各种类型的约束：资金、人力资源、法律和行
为限制等。

本章主要目的是解决在约束条件下如何取得最优配
置问题。

1. 如何建立线性规划模型？
2. 如何求解线性规划模型？
3. 如何进行敏感性分析？

Excel技能：
运用规划求解(Solver)功能
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例2-1（生产计划问题）
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某企业生产两种产品：A型和B型工艺品，使用机
器和劳动力加工生产，机器使用时间和劳动力的工
作时间有限制。问题：如何科学安排A型和B型工艺
品的产量，使得该企业的利润最大。该企业的资源
约束、单位消耗状况和单位销售利润如下表：

生产一个单位的产
品

A型工艺品
（件）

B型工艺品
（件）

资源约束

机器加工时间 3（小时） 2（小时） 90（小时）
劳动时间 1（小时） 2（小时） 50（小时）

产品需要限量 / 20

销售利润 8（元/件） 7（元/件）



线性规划模型的三个组成部分
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1. 决策变量：x1=A型数量；x2=B型数量
2. 目标函数：利润最大，Max z = 8x1+7x2

3. 约束条件: 

生产一个单位的产品 A型工艺品（件） B型工艺品（件） 资源约束

机器加工时间 3（小时） 2（小时） 90（小时）
劳动时间 1（小时） 2（小时） 50（小时）

产品需要限量 / 20

销售利润 8（元/件） 7（元/件）

3x1 + 2x2 ≤  90     (机器加工时间有限制)

x1 + 2x2 ≤  50    （劳动时间限制）
x2 ≤  20      (产品需要限量)

x1 ≥0； x2 ≥0   (非负条件)



线性规划问题的标准形式
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本节小结

建立线性规划模型的关键问题

1. 你的目标是什么？最小化还是最大化？
(目标函数)

2. 影响目标的变量是什么？(决策变量)

3. 决策变量受到哪些约束？(资源约束还是
条件需求？直接还是间接约束？)
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第二节 线性规划的图解法
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【例1-1】：
1. 决策变量：x1=A型数量；x2=B型数量
2. 目标函数：利润最大，Max z=8x1+7x2
3. 约束条件:

3x1 + 2x2 ≤  90     (机器加工时间有限制)

x1 + 2x2 ≤  50    （劳动时间限制）
x2 ≤  20      (产品需要限量)

x1 ≥0； x2 ≥0   (非负条件)



第二节 线性规划的图解法
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最优解应该在哪里？3x1+2x2=90



第二节 线性规划的图解法
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最优解: 通常在可行域顶点处取得。

最优整数解: 不一定是顶点坐标的近似值，它应是目
标函数所对应的直线平移进入可行域最先或最后经过
的那一整点的坐标。

如果线性目标函数的斜率与某可行域边界直线斜率
相同，则最优解则包括可行域上的一条边。

图解法求最优解：
法1：计算各个顶角处的目标函数值
法2：画出目标函数的等值线，考察等值线与可行

域的交点



第二节 线性规划的图解法
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顶点 x1 x2 利润

A 20 15 265

B 10 20 220

C 0 20 140

D 30 0 240

O 0 0 0

顶角中，A点(20,15)的利润最大，为265元。所以该
线性规划问题的最优解为x1=20,x2=15。

即企业应安排生产A型产品20个，B型产品15个，可
以达到最大利润265元。



第二节 线性规划的图解法
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画出目标函数的等值线，并确定该等值线值增加的
平移方向，平移此目标函数的等值线。

最优解为A(20,15)
3x1+2x2=90
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什么是敏感性分析
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在【例1-1】中，机器加工时间和劳动时间的约束
条件为90和50小时，当A、B两类工艺品的产量分别
为20件、15件时，企业利润达到最大值265元。

现在，如果以下条件改变了，会有什么改变呢？

•生产资源改变：
如果资源约束的条件发生改变，比如机器加工的时间约束由

原来的90小时增加到95小时（通过购买或租赁机器设备获得），
这时:

-企业的最优生产组合和最大利润是否会发生改变？
-购买额外的5个小时的机器加工时间需要一定的费用，这是

否值得？



什么是敏感性分析
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•市场条件改变：
如果产品市场受供求的影响，导致单位产品的利润发生

了变化，原先A型工艺品的单位利润从8元增加或降低1元，这
样对生产资源的运用是否要改变呢？各类产品的数量应该如何
调整才能使利润达到最大呢？

•生产效率或生产过程改变：
如果产品在使用劳动时间方面提高了效率，如B型工艺

品从1小时/件减少到0.5小时/件，同样问各类产品的生产数量
应该如何安排才能使利润达到最大呢？



20

Max  8X1 + 7X2  

s.t.

3X1 + 2X2 <= 90 
X1 + 2X2 <= 50 

X2 <= 20 
X , Y >=0

市场条件变化：目标函数系数

生产资源改变：约束不等
式右边常数

生产效率或生产过程改变：约束不等式左边系数

最优解(X1,X2)=(20,15)，即当A、B两类工艺品的产
量分别为20件、15件时，企业利润达到最大值265元



什么是敏感性分析
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所谓敏感性分析(Sensitivity Analysis)，就是研究当
模型（系统）的某些条件发生变化时，模型（系统）
相应会发生何种变化。

1.对资源约束条件变化的敏感性分析
在目标函数系数保持不变的前提下，各个资源条

件约束值可以在什么范围变动，使得影子价格不变？
2.对目标函数系数的敏感性分析

在各资源约束条件不变的前提下，各个目标函数
系数可以在什么范围变动，可以使得最优解不变？
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问题回顾
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X1=A型数量；X2=B型数量
Max Z=8X1+7X2

3x1 + 2x2 ≤  90     (机器加工时间有限制)

x1 + 2x2 ≤  50    （劳动时间限制）
x2 ≤  20      (产品需要限量)

x1 ≥0； x2 ≥0   (非负条件)

最优解(X1,X2)=(20,15)，即当A、B两类工艺品的
产量分别为20件、15件时，企业利润达到最大值
265元



紧约束: Binding Constraint
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劳动时间：

资源约束为50小时，实际消耗为
1×20+2×15 = 50（小时）

劳动时间的全部资源完全利用，增加或减少劳动时间，
都将引起最优生产计划和最大利润的改变。

一般来说，对于一个约束条件，若增加（或减少）1个
单位的资源，将会导致目标值增加(或降低)，该约束
的资源限制在最大化目标下达到了边界值，称该约束

为紧约束(Binding)。



紧约束: Binding Constraint
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机器加工时间：
资源约束为90小时，实际消耗为

3×20+2×15 = 90（小时）

机器加工时间全部用完，说明也是紧约束。



松弛量(Slack)和剩余量(Surplus)
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产品限量约束：
资源约束为20个，实际生产15个。

约束条件没有达到，尚有5个产品指标未被使用。
此时如果增加1个产品的限额，对最优生产组合没有任
何影响，最优解没有变化，相应地不改变最大销售利
润。这样的约束叫非紧约束(Nonbinding)

对于一个约束条件，若增加（或减少）1个单位
的资源，对生产组合和最优解没有任何影响，
则称该约束有松弛。本例中，产品限量约束有5
个单位的松弛量(Slack)，即 SLACK=5。



松弛量(Slack)和剩余量(Surplus)
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如果有另一总产量约束条件：
x1 + x2 ≥ 32（两产品组合的最低产出约束）。

最优解(20,15)使总产量达35单位，在该约束边界值
32的范围内，比最低产出要求多出3个单位。
称该约束条件有3个单位的剩余量（Surplus）。

对于“≤”资源约束条件，约束值与实际资源消耗
量的差，称为松弛量；
对于“≥”资源约束条件，实际资源消耗量与约束
值的差，称为剩余量。



影子价格与对偶价格
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影子价格(Shadow  Price):

资源约束（约束右边数值）增加1个单位
所引起的目标函数值的改变量。

对偶价格(Dual Price):

资源约束（约束右边数值）增加1个单位
所引起的目标函数值的改进量。

对最大化问题：两者相同
对最小化问题：影子价格等于对偶价格的负数。



影子价格
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机器加工时间的影子价格：
假如机器加工时间增加1个小时，即

由原来的90小时增加到91小时。

原约束：3x1 + 2x2 ≤  90

新约束：3x1 + 2x2 ≤  91



影子价格
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影子价格
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原最优解：A(20,15)

新最优解A*:  (20.5, 14.75)

直线3x1 + 2x2 = 91与x1 + 2x2 = 50 交点
原最大利润：Z=265

现最大利润：
Z1=8×20.5 +7×14.75 = 267.25

Shadow Price =目标函数改变量
=267.25-265 = 2.25

i.e. 如果机器时间增加1小时，最大利润可以
增加2.25元。



影子价格
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劳动时间的影子价格：1.25 （练习）

产量限制约束的影子价格：0 (Why?)
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为什么要研究资源约束的变化范围？

34

作为经理，你知道机器加工时间的影子价格为
2.25元，如果购买机器时间的成本是每小时
1.25元，意味着每购买1小时机器加工时间，
你可以净赚1元。那么你会尽可能购买更多
的机器时间(称为放松约束，Relaxing a 

constraint)。
• 多购买1小时，利润增加2.25元；
• 多购买2小时，利润增加2×2.25元
• 多购买10小时？



资源约束的变化范围
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资源约束的变化范围是指：在什么范围内，
影子价格保持不变？

（影子价格保持不变意味着什么？意味着在该范围
内，只要购买额外资源的成本低于影子价格，企
业都是有利可图的）。

什么情况下影子价格不变？

最优解所在顶角不变



机器加工时间的变化范围
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最小：交于B(10,20)点

3X1+2X2=3*10+2*20=70

最大：交于E(50,0)点

3X1+2X2=3*50+2*0 =150

机器加工时间允许的变化范围：

原约束值 下限 上限

90              70          150

机器加工时间的变化范围



劳动时间的变化范围
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最小：交于D(30,0)点

X1+2X2=30+2*0=30

最大：交于F(50/3, 20)点

X1+2X2=50/3+2*20 =56.67

劳动时间允许的变化范围：

原约束值 下限 上限

50              30         56.67

劳动时间的变化范围



产量约束的变化范围
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最小：交于？点

最大：交于？点

产量约束允许的变化范围：

原约束值 下限 上限

20              15          +∞
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实际 影子 约束 允许的 允许的

约束 约束方程 值 价格 限制值 上限 下限

机器时间 3x1+2x2=90 90 2.25 90 150 70

劳动时间 x1+2x2=50 50 1.25 50 56.67 30

产量限制 x2=20 15 0 20 无穷大 15

资源约束的变化范围：小结

1.允许的变化范围：在区间内影子价格不变
2.最优解可能会变化
3.最优目标函数值可能会变化
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为什么要研究目标函数系数的变化范围？
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你知道，卖出每个A型产品利润8元，B型每个7
元。最佳生产计划是每天生产A型产品为20件，B型
产品15件时，此时企业利润达到最大值265元。

假如市场环境改变了，A型产品热销，价格上涨
了1元，预计很快可以再涨5元。 作为企业老板，你
的生产计划是否需要调整？



为什么要研究目标函数系数的变化范围？
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换个角度问：
A型产品的价格在什么范围内变化，你的生

产计划不需要调整？
（超出这个范围才需要调整）

目标函数系数的允许变化范围是指：
目标函数 Z = 8X1+7X2的系数在什么范围

内变化时，线性规划的最优解保持不变？



目标函数系数的变化范围
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目标函数系数a的变化范围
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假设目标函数为： Z = aX1 + 7X2

系数a的变化范围？

要使最优解保持不变，目标函数的斜率必须在
直线3X1+2X2=90 与 X1+2X2=50 之间。
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目标函数：Z = aX1 + 7X2   斜率:k= -a/7

直线3X1+2X2=90：k1= -1.5

直线X1+2X2=50： k2= -0.5

必须： -1.5≤-a/7 ≤-0.5

即： 3.5 ≤a≤10.5

目标函数系数a的变化范围：

原值 下限 上限

8           3.5          10.5

什
么
意
义
？

目标函数系数a的变化范围
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目标函数系数b的变化范围：

原值 下限 上限

7           5.33        16

目标函数：Z = 8X1+ bX2   斜率:k= -8/b

必须： -1.5≤-8/b ≤-0.5

即： 5.33 ≤b≤16

目标函数系数b的变化范围



百分之百法则：目标函数系数
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若多个目标函数系数同时变化：

计算每一个系数的变化量占单独考虑时允许
变动量（增加和减少的）的百分比，然后
相加。

若所得之和不超过100%，则最优解不变；
否则，不能确定。

前提：其它条件假设不变



百分之百法则：约束资源
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若多个约束右边数值同时变化：

计算每一个常数值的变化量占单独考虑时允
许变动量（增加和减少的）的百分比，然
后相加。

如果所得之和不超过100%，则约束资源的
影子价格不变；否则，不能确定。

前提：其它条件假设不变



百分之百法则注意事项
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1.若约束常数值与目标函数系数同时变化，
则不能应用百分之百法则

2.百分之百法则是判断最优解或影子价格是
否变化的充分条件，不是必要条件。

即：不超过100%，最优解或影子价格不
变；超过100%，不能确定。

3.当允许增加（减少）量为无穷大时，允许
增加（减少）百分比为0.



例：目标函数系数
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目标函数：Z = 8X1 + 7X2

目标函数系数的变化范围：

系数 原值 允许增量 允许减量

a 8          2.5        4.5 

b   7          9          1.67

如果a减少2，b增加3，最优解是否改变？

答：2/4.5 + 3/9 = 0.78 < 100%
不变



本节小结
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一、什么是敏感性分析

二、若干概念：紧约束、松弛量、剩余量、

影子价格和对偶价格

三、资源约束的变化范围

四、目标函数系数的变化范围

思考：生产效率或生产过程改变，约束不等式
左边系数？



第三章 线性规划模型
Linear Programming

第一节 线性规划模型的建立

第二节 两个决策变量的图解法

第三节 敏感性分析

第四节 Excel的规划求解

第五节 多决策变量的规划模型
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线性规划的Excel求解

• 模型输入：电子表格

• 模型求解：
“规划求解”(Solver)，指定决策变量，目标
函数和约束

• 结果输出：

运算结果报告；敏感性报告；极限值报告
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规划求解功能的安装

在EXCEL中“规划求解”(英文版：Solver)不是
默认安装的。

加载办法：

Office2003：工具=>加载宏=>规划求解(打钩)

Office2007以上：

左上角Office图标=>右下角Excel选项=>加载项=>规
划求解加载项=>左下角“转到”=>规划求解(打钩)
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第一步：规划模型的设计
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第二步：规划模型的求解
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点击“选项”，如下：
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第二步：规划模型的求解



第二步：规划模型的求解

点击“求解”：如果想输出敏感性分析等结果，需
在“报告”项选择。
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第三步：规划模型的求解结果
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运算结果报告
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敏感性报告
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极限值报告
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“定义名称”和Excel函数
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线性规划的应用非常广泛，一般教科书都采取分
类讲解，如运输问题、配料问题、投资问题、生产计
划、人力资源安排问题等。

不管什么问题，解决的办法都是一样的：
➢ 明确决策变量
➢ 确定目标函数
➢ 明确约束条件

然后，把求最优解和敏感性分析问题交给软件来完成。
一般Excel的“规划求解”就足够。
专业软件是LINGO，可到如下网站下载：

http://www.lindo.com/

第五节 多决策变量的规划模型
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百佳华商场是个中型的百货商场，它对售货员的需求经
过统计分析如下表.为了保证售货员充分休息，售货员每周工
作 5天，休息两天，并要求休息的两天是连续的。问应该如
何安排售货员的工作时间，既满足工作需要，又使人力资本
最节约？

时间 所需售货员人数 

星期日 28 

星期一 15 

星期二 24 

星期三 25 

星期四 19 

星期五 31 

星期六 28 

 

例一：人力资源分配的问题
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解：设 xi ( i = 1~7)表示星期一至日开始休息的人数,
这样我们建立如下的数学模型。

目标函数：
Min   x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7

约束条件：
s.t. x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 28

x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≥ 15
x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 24
x4 + x5 + x6 + x7 + x1 ≥ 25
x5 + x6 + x7 + x1 + x2 ≥ 19
x6 + x7 + x1 + x2 + x3 ≥ 31
x7 + x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 28

x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 ≥ 0



Excel模型(设计）
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定义名称“决策变量”

输入什么公式？



规划求解参数
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模型结果

74



75

应该安排休息人数：
星期一：12人
星期三：11人
星期四：5人
星期六：8人

该商场总共最少需要聘用36名售货员。



例二：证券营业网点设置问题

长江证券公司提出下一年发展目标是：在全国
范围内建立不超过12家营业网点，公司为此拨出专
款2.2亿元人民币用于网点建设。

依据证券行业管理部门提供的有关数据，结合
公司的市场调研，在全国选取20个主要城市并进行
分类，每个网点的平均投资额（b）、年平均利润
（c）及交易量占全国市场平均份额（r）均已知。

（1）为使网点布局更为科学合理，公司决定：
• 一类地区网点不少于2家，

• 二类地区网点不少于5家，

• 三类地区网点暂不多于6家。
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（2）网点的建设不仅要考虑布局的合理性，而
且应该有利于提升公司的市场份额，为此，公司提
出，待12家网点均投入运营后，其市场份额应不低
于10%。

（3）为保证网点筹建的顺利进行，公司审慎地
从现有各部门中抽调出业务骨干40人用于筹建，分
配方案为：一类地区每家网点4人，二类地区每家网
点3人，三类地区每家网点2人。

试根据以上条件进行分析，公司下一年应选择
哪些城市进行网点建设，既满足公司总体要求，又
使年度利润总额最大。

例二：证券营业网点设置问题
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地区

类别

城市名称 编号 投资额(万元)

(bj)

利润额(万元)

(cj)

市场平均份额(%)

(rj)

一
类
地
区

上海 1 2500 900 1.25

深圳 2 2400 800 1.22

北京 3 2300 700 1.20

广州 4 2200 650 1.00

二
类
地
区

大连 5 2000 550 0.96

天津 6 2000 500 0.98

重庆 7 1800 480 0.92

武汉 8 1800 400 0.92

杭州 9 1750 330 0.90

成都 10 1700 300 0.92

南京 11 1700 430 0.88

沈阳 12 1600 250 0.82

西安 13 1600 210 0.84

三
类
地
区

福州 14 1600 180 0.86

济南 15 1800 190 0.82

哈尔滨 16 1900 165 0.75

长沙 17 1550 180 0.78

海口 18 1400 155 0.75

石家庄 19 1500 144 0.72

郑州 20 1200 147 0.70

全国20个主要城市市场调研数据
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一、决策变量：

依次将城市设为X1, X2, X3,………Ｘ19, X20 ，

若选择城市j建立营业网点，记Ｘj=1, 否则记为Ｘj=0。

二、目标函数：Max = 

三、约束：

(1)在这20个城市最多建立12家营业网点：

20

1

12j

j

X
=



20

1

j j

j

c X
=



建立模型
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(2）公司的总投资额不超过2.2亿，因此每个营业网
点的投资额bj相加的总和小于等于22000（万元）:

20

1

22000j j

j

b X
=



建立模型
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(3）在一类地区最少建立营业网点2家:

二类地区:                       

三类地区:

4

1

2j

j

X
=


13

5

5j

j

X
=



20

14

6j

j

X
=





(4)营业网点运营后,总市场份额不低于10％:

(5)抽调出的40名业务骨干分配方案：一类地
区每家网点4人，二类地区每家网点3人，三
类地区每家网点2人。

20

1

10j J

j

r X
=



4 13 20

1 5 14

4* 3* 2* 40j j j

j j j

X X X
= = =

+ +   
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建立模型



输入什么公式？

定义名称(City)

定义名称
(利润Cj)
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Excel建模（设计）
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Excel建模（求解）
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Excel建模（求解结果）



最优解：

X1=X2=X3=X4=X5=X6=X7=X8=X10

=X11=X12=1, 其余全为0。

即最优方案为分别在

上海、深圳、北京、广州、大连、天津、重庆、武
汉、成都、南京、沈阳

这11个城市建立营业网点。

此方案的年度总利润为5960万元。

85

Excel建模（结果解释）
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一、规划问题：在约束条件下求解目标函数的最优化

• 组成部分：决策变量；目标函数；约束条件

• 线性规划图解法：决策变量只有两个
• 求解步骤：

1. 根据约束条件确定可行域；
2. 求解最优解，方法有两个，一是通过平移目标

函数等值线，二是比较各个可行域顶角的目标
函数值的大小；

3. 对最优解的结果进行解释。
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二、线性规划模型的敏感性分析

1. 正确理解紧约束、松弛量、剩余量、影子价格和对偶
价格等概念；

2. 资源约束的敏感性分析：是否紧约束，影子价格，约
束资源的允许变化范围；

3. 目标函数系数的敏感性分析：目标函数系数在什么范
围内变化时，模型的最优解不变。
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三、利用Excel的规划求解(Solver)求解线性规划问题
正确建立Excel电子表格模型

➢ 指明模型的三个组成部分
➢ 正确输入Excel函数

正确求解
➢ 正确选择参数：设置目标；可变单元格；约束
➢ 指明变量是否非负
➢ 指明求解方法：线性 or 非线性？

四、善于应用线性规划解决实际问题
多变量规划模型
整数规划
等等



课堂讨论

1. 线性规划模型包含哪几个组成部分？具体内容有哪些？

2. 影子价格和对偶价格的含义，如何计算？

3. 对线性规划模型进行敏感性分析，可从哪些方面着手？
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实践问题一：桌子椅子生产问题

一家具厂只生产桌子和椅子。已知生产一张桌子需要消耗4公
斤木料，2小时的机器时间和1小时的油漆抛光时间；而生
产一张椅子则需要消耗1公斤木料，1小时的机器时间和1小
时的油漆抛光时间。

该家具厂每周最多只能提供90公斤木料，50小时的机器时间
和40小时的抛光时间。已知市场上每售出一张桌子有40元
的利润，售出一张椅子有30元的利润。
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实践问题一：桌子椅子生产问题

回答如下问题（用图解法）：

（1）写出完整的线性规划模型；

（2）在Excel中画出可行域；

（3）求出各顶角坐标及目标函数值，求出最优解；

（4）判断各个约束是否紧约束，并计算各约束的松弛量；

（5）各个约束的影子价格；

（6）各个约束右边约束值的允许变化范围；

（7）目标函数系数的允许变化范围。
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实践问题二：最优广告方案

某俱乐部准备推广一项赌场的博彩，每周用于地方广告的预
算为8000美元。广告预算将分配给四种促销媒体：电视短
片、报纸广告和两种电台广告。俱乐部管理层经过研究，为
了扩大影响范围，决定每周至少播放5条电台广告片段，且
每周在电台广告方面投资不超过1800美元。该俱乐部的目
标是通过各种媒体覆盖到更多的高购买潜力的受众。请为该
俱乐部设计搞广告的最优方案。
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实践问题三：最佳组合问题

某地游泳队参加混合泳接力赛，比赛由蛙泳、蝶泳、自由泳、
仰泳组成。如何根据4位运动员的4种游泳竞赛成绩安排混
合泳接力队，以取得最佳成绩？

蛙泳 自由泳 蝶泳 仰泳

甲 79 93 65 87

乙 99 59 60 73

丙 67 63 93 81

丁 56 86 79 76
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