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1 模型的不确定性

美国 47 个州的犯罪率问题
研究目的：犯罪率的影响因素。

• 数据：Ehrlich（1973）；数据修正：Vandaele（1978）

• 犯罪理论：

– 60 年前：罪犯的心理、家庭和社会环境造成
– Ehrlich：犯罪成本与收益的理性选择

变量选择
共 15 个自变量

• 监禁的概率、服刑平均时间、警察费用支出

• 社区的富裕程度、收入不平等程度

• 受教育程度、就业难易程度

• 非白人比例、年轻男性比例

• 控制变量（Vandaele，1978）：是否南方州、性别比例、州总人口

自变量
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模型结果比较

• 所有变量均取对数

• 比较 6 个模型：完整、逐步回归、Cp、修正的 R2、Ehrlich1、Ehrlich2

• Ehrlich 是依据其理论预先设定的，没有按统计方法选取

• 重点比较变量 14（犯罪被监禁的概率）和 15（平均刑期）

P15 是 β15 = 0 的 t-检验的 p-值。

模型结果的描述

1. β14

• 完整模型与逐步回归模型结果相差 1/3，差值相当于 1.7 个标准误。
• Ehrlich 模型与逐步回归模型结果相差超过一倍
• 不同模型中系数估计值的差异大到需要改变政策：模型不确定性很大

2. β15

• 完整模型：不显著（p=0.133）
• 逐步回归：被剔除
• 修正的 R2：不显著

• Ehrlich 两个模型：高度显著
– 与其他模型不一致，需要更强的理论支持

• 不同模型下，影响因素的显著性出现矛盾

• 结论：根据不同理论、方法和标准选择的“最优”模型，存在不确定性，可能得出差异很大甚
至相互矛盾的结论

• 办法：对所有可能的模型（或若干重要的模型）加以平均，权重为各模型的后验概率

• 优点：克服模型不确定性，参数估计或预测具有更大的稳健性
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2 贝叶斯模型平均法基本原理

基本记号

• ∆：感兴趣的量（回归系数、未来观察值等，如 β15）

• D：数据

• M = {Mk, k = 1, . . . ,K} 所有候选模型，共有 2K 个

• θk：模型 Mk 的参数向量

• p(θk|Mk)：给定模型 Mk 下，θk 的先验分布密度

• f(D|θk,Mk)：给定模型 Mk 和参数 θk 下的概率模型（似然函数）

• p(Mk)：Mk 模型的先验概率

2.1 一般参数的 BMA 估计
贝叶斯模型平均法
给定数据 D，∆ 的后验分布为：

p(∆|D) =

K∑
k=1

p(∆|D,Mk)p(Mk|D) (1)

其中 p(Mk|D) 为 Mk 的后验模型概率（PMP，posterior model probability），计算公式为

p(Mk|D) =
p(D|Mk)p(Mk)∑K
i=1 p(D|Mi)p(Mi)

(2)

其中

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk (3)

• ∆ 的后验分布等于其在每个模型下的后验分布的加权平均，权重为后验模型概率 (PMP)

后验均值与后验方差

• 记 ∆̂k = E(∆|D,Mk)（模型 Mk 下 ∆ 的后验均值）

• SE2
k = Var[∆|D,Mk]

• 则 ∆ 的后验均值和后验方差为

E(∆|D) =

K∑
k=1

∆̂kp(Mk|D) (4)

Var(∆|D) =

K∑
k=11

(SE2
k + ∆̂2

k)p(Mk|D)−E[∆|D]2 (5)
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2.2 解释变量系数的 BMA 估计
变量入选概率

• 在所有候选模型中，有部分模型的 β1 = 0，因此后验概率 P (β1 = 0|D) ̸= 0

• 变量 β1 入选模型的后验概率 (PIP:posterior inclusion probabilities or PEP:posterior effect
probabilities)

P (β1 ̸= 0|D) =
∑
A1

p(Mk|D) (6)

其中 A1 = {Mk : k = 1, . . . ,K;β1 ̸= 0}。

• 即 PIP 等于所有包含 β1 的后验模型概率 (PMP) 之和

系数的 BMA 估计

• β1 的后验分布为

p(β1|D,β1 ̸= 0) =
∑
A1

p(β1|D,Mk)p(Mk|D) (7)

• β1 的后验均值和后验方差为

E(β1|D,β1 ̸= 0) =
∑
A1

β̂1(k)p(Mk|D) (8)

Var(β1|D,β1 ̸= 0) =
∑
A1

[SE(β1)k]
2 + [β̂1(k)]

2)p(Mk|D)−E[∆|D]2 (9)

其中 β̂1(k) 和 SE(β1)k 分别表示模型 Mk 下 β1 的估计量和标准误差。

2.3 BMA 的实施
BMA 实施需解决的关键问题

1. 模型平均：M 数量可能巨大（q = 15，则有 215 = 32768 个模型）

p(∆|D) =

K∑
k=1

p(∆|D,Mk)p(Mk|D) (10)

2. 积分计算：维度大，即使用 MCMC 也有难度

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk (11)

3. 模型的先验分布难以合理给定

4. 选取哪些模型进行平均需抉择
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模型平均的方法：奥卡姆剃刀和 MC3

方法一：奥卡姆窗（Occam’s window）(Madigan and Raftery，1994)
根据如下两个原则，剔除部分模型：

1. 剔除预测能力低的模型（如 BIC 相差 6）

2. 奥卡姆剃刀（Occam’s Razor）：如果数据支持简单模型，则应剔除复杂模型

• 奥卡姆窗称为对称的（symmetric）：如果满足 (1)

• 奥卡姆窗称为严格的（strict）：如果满足 (1) 和 (2)

• 美国犯罪率例子：对称奥卡姆窗有 51 个模型，严格奥卡姆窗仅 14 个模型

方法二：Markov chain Monte Carlo model composition (MC3)
参看 Koop, G. (2003): Bayesian Econometrics, Wiley-Interscience(ch11).

计算积分

• BMA 的另一难点是需要计算如下积分：

p(D|Mk) =

∫
p(D|θk,Mk)p(θk|Mk)dθk (12)

• 方法：

– 对线性回归模型，积分可以求出显式解
– Laplace 方法 (Tierney and Kadane,1986)：可以很好近似 p(D|Mk)，而且某些条件下可
以给出 BIC 近似值

– MLE 近似法 (Taplin (1993)) ：用 p(∆|D, θ̂,Mk) 代替 p(∆|D,Mk)

2.4 先验分布

模型的先验概率

1. 均匀先验：指定每个模型相同的先验概率,P (Mj) = 2−q

2. Binomial Priors：设模型规模为 N（入选解释变量个数），每个变量入选的先验概率为 π，则
N ∼ Bin(q, π)，其中 q 为纳入研究的全部自变量个数。

• 模型 Mi（有 qi 个自变量）的先验概率为

P (Mi) = πqi(1− π)q−qi (13)

• 平均模型规模为 E(N) = qπ

• 若假设 π = 0.5（均匀分布），则 E(N) = q/2，此时等价于均匀先验。

• Package BMS：mprior="fixed"

3. Binomial-Beta Priors：Ley and Steel (2009)

N ∼ Bin(q, π), π ∼ Beta(a, b) (14)

• Package BMS：mprior="random" (Default)

4. Custom Prior Inclusion Probabilities：给每个变量指定一个入选概率。
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模型系数的先验分布
假设线性回归模型

y = Xβ + ϵ, ϵ ∼ N(0, σ2IT ) (15)

其中

• y = (y1, y2, . . . , yT )
′

• X 为 T × q 矩阵 (包含所有可能变量)

• β = (β1, β2, . . . , βq)
′ , 设部分分量为零，得到所有候选模型 Mj , j = 1, . . . ,K = 2q

• 模型 Mj 对应的参数记为 βj

模型系数的先验分布

• Zellner’s g-Priors(Zellner (1986))

βj |σ2,Mj , g ∼ N(0, σ2g(X
′

jXj)
−1), p(σ) ∝ σ−1

– Unit Information Prior (g-UIP): g = N，样本容量，其贝叶斯因子与 BIC 相似 (Kass
and Wasserman (1995))

– Risk Inflation Criterion (g-RIC): g = q2 (Foster and George (1994))
– Benchmark Prior: g = max(N ; q2) (Fern´andez et al. (2001))

• Empirical Bayes Priors

• Laplace Priors

2.5 模型的预测表现

模型的预测能力：对数预测得分

• 数据随机地分为两半：训练集 (training) 和测试集 (testing)

• 样本内准确率和样本外准确率

• 对数预测得分 (Log Predictive Score, LPS) (Good, (1952)):

– 单个模型： ∑
d∈Dtest

{
− log p(d|M,Dtrain)

}
(16)

– BMA: ∑
d∈Dtest

{
− log

{ ∑
M∈A

p(d|M,Dtrain)p(M |Dtrain)
}}

(17)

– LPS 越小表示预测表现越好
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模型的预测能力：交叉验证及信息准则

1. 交叉验证 (Cross Validation)

(a) K-折交叉验证 (k-fold cross validation)：将数据分成 K 份（尽可能每份数据个数相同），
用其中 (K − 1) 份训练模型，剩下一份数据用于验证模型。重复 K 轮，每轮用不同数据
进行模型验证，最后对每一轮的验证结果进行平均。

(b) 留一交叉验证 (Leave-One-Out cross validation)：K 与样本个数相同，即每次仅留一个
数据用于验证模型。

2. 信息准则：AIC、BIC、DIC 等

• 数据很大时，交叉验证计算量太大，所以用信息准则近似
• 对 BMA 而言，贝叶斯更喜欢用对数预测得分（LPS），因为 LPS 来源于每个模型的后
验分布

3 BMA 法在肥胖指数预测中的应用
研究目的

• 研究目的是利用 13 个身体指标预测肥胖指数（percent body fat）

• 比较 BMA 与基于标准方法选择的单一模型

– 模型选择
– 预测表现

变量的描述性统计
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对比模型

• 模型 1：完整模型

• 模型 2：逐步回归；

• 模型 3：最小 Mallow’s Cp；

• 模型 4：最大 adjusted R2

• BMA：无信息先验（模型先验概率相同）

– 有 13 个变量，共有 213 = 8192 个候选模型

完整模型
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显著：4(0.05)，6(<0.01)，12(0.02)，13(<0.01)

比较：BMA 与逐步回归模型
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结果：部分变量得到不同结论

• P(βi ̸= 0|D)：PIP or PEP，所有包含第 i 个变量的后验模型概率 (PMP) 之和

• 主要变量比较一致：

– PIP 排前三的变量 (Weight, Abdomen, and Wrist)：逐步回归都显著

• p-值高估了显著性：

– forearm, neck and thigh：p-值显著 (<0.05)，但 PIP 表明显著性不明显（PIP 在 15-35
之间）

– age：p-值显著 (0.05)，但 PIP(=5) 不显著，结论相反

• 与完整模型结论有冲突：

– Weight 在 BMA、逐步回归模型均显著，但在完整模型中不显著（p-值 =0.14）

• 不同模型之间系数估计值差异较大

• 结论：存在模型不确定性

PMP：反映模型不确定性

• 存在较大的模型不确定性：PMP 最大的模型仅占总后验概率的 14%，排前 10 的模型 PMP
之和仅 57%

变量 Wrist 系数（效应）的后验分布

• β13 的后验分布, P(β13 = 0|D) = 0.38
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预测表现 (Predictive Performance)

• 数据分为两部分，前 142 个数据用于建模，后 109 个数据用于比较模型预测的准确度

• 预测区间：基于单个模型（三个不同标准选出的模型不一样）和 BMA 法的后验预测分布

• 预测覆盖率：实际数据落在 90% 预测区间的比例

• 结论：BMA 预测覆盖率 90.8%，明显由于单一模型 (<85%)

• 对数据进行不同划分，选取的模型会不同，但基本上结论一致
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4 BMA 软件与运用
计算软件

• The BMS Package

– The BMS (Bayesian Model Selection) package employs standard Bayesian normal-conjugate
linear model as the base model and Zellner’s g prior as the choice of prior structures for
the regression coefficients (Feldkircher & Zeugner 2009).

• The BAS Package

– The BAS package (Bayesian Adaptive Sampling), performs BMA in linear models using
stochastic or deterministic sampling without replacement from posterior distributions
(Clyde 2010).

• The BMA Package

– The BMA package (Bayesian model averaging), performs BMA analysis assuming a
uniform distribution on model priors and using a simple BIC approximation to construct
the prior probabilities on the regressions coefficients (Raftery, Hoeting, Volinsky, Painter
& Yeung 2010).

• https://cran.r-project.org/web/views/Bayesian.html

数据
数据网址：https://ww2.amstat.org/publications/jse/datasets/fat.dat.txt
变量说明：https://ww2.amstat.org/publications/jse/datasets/fat.txt
解释变量：columns 5-7 and 10-19
因变量：要放在数据的首列
剔除第 42 行，因为身高仅 29.5 英寸 (75cm)。

fat1=read.table("fat.dat.txt")
fat = fat1[,c(2, 5:7, 10:19)]
names(fat)=c("brozek_fat","age","weight","height",
"neck","chest","abdomen","hip","thigh",

"knee","ankle","biceps","forearm","wrist")
fat= fat[-42,]

BMS 计算代码

library(BMS)
mf= bms(fat,user.int=F) # 默认选项，非交互输出
coef(mf,std.coefs=T,include.constant=F) # 系数标准化，不包含常数项
topmodels.bma(mf)[, 1:5] # 排在前 5 位模型及 PMP
density(mf,reg="wrist",std.coefs=T) # 边缘后验密度
summary(mf) # 显示模型综合信息
image(mf) # 图示模型入选情况
plotModelsize(mf) # 模型规模的先后验对比图
plotConv(mf) # 比较 PMP:MCMC 模型与实际模型
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BMA 预测代码

# 用前 250 个数据预测最后一个数据
mf.p = bms(fat[1:250,], user.int = F)
# 预测分布密度
dens.p = pred.density(mf.p,newdata=fat[251,])
plot(dens.p)
# 预测区间
quantile(dens.p,c(0.05,0.95))
# 预测表现 LPS
lps.bma(dens.p,realized.y=fat[251,1],newdata=fat[251,-1])
# 用前 200 个数据预测后 51 个？

BMA 系数估计及入选概率

• PIP：后验入选概率

• Post Mean 和 Post SD：系数（效应）的估计值和标准差

• Cond.Pos.Sign：sign certainty，入选条件下系数为正的后验概率

PMP 排名前 5 的模型
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系数的后验密度（Wrist）

density(mf,reg="wrist",std.coefs=TRUE)

−0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0.0

0
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4

Marginal Density: wrist (PIP 52.55 %)

Standardized Coefficient

D
en

si
ty

Cond. EV
2x Cond. SD
Median

所有入选模型图示

image(mf)：蓝色表示系数为正，红色为负，白色没入选。
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Model Inclusion Based on Best  500  Models

Cumulative Model Probabilities

0 0.26 0.41 0.53 0.65 0.76 0.86 0.96

chest
knee
ankle

height
age
hip

thigh
biceps

neck
forearm

wrist
weight

abdomen

模型规模

plotModelsize(mf)
先验模型的平均规模为 13/2 = 6.6
数据修正后的后验模型平均规模为 3.43

0.
00
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10

0.
20

0.
30

Posterior Model Size Distribution 
 Mean: 3.4283

Model Size

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Posterior Prior

比较 MCMC 模型与实际模型

plotConv(mf[1:100]) # 前 100 个模型
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Posterior Model Probabilities
(Corr: 0.9910)

Index of Models

PMP (MCMC) PMP (Exact)

预测：用前 250 个数据预测最后一个数据

mf.p = bms(fat[1:250,], user.int = F)
dens.p = pred.density(mf.p, newdata = fat[251, ])
# 第 251 个人肥胖指数预测区间
quantile(dens.p, c(0.05, 0.95))

5% 95%
20.58123 34.96956

# 第 251 个人肥胖指数预测分布
plot(dens.p)

第 251 个人肥胖指数的预测分布
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预测表现：计算对数预测得分（LPS）
用前 200 个数据预测后 51 个人的肥胖指数，计算对数预测得分 (Log Predictive Score, LPS)
• 用于不同预测模型比较才有意义

mf.p = bms(fat[1:200, ], user.int = F)
lps.bma(mf.p,realized.y=fat[201:251,1],

newdata=fat[201:251,-1])
[1] 2.962863

5 讨论与结论

讨论

1. 如何选择模型类型

• 选择线性模型，对所有模型或部分模型加权平均
• 找一个好模型，然后对该好模型所属类型加权平均
• 对模型不同误差结构加权平均

2. 模型平均的其它方法

• 频率学派的 Boostrap 方法
• A minmax multiple shrinkage Stein estimator
• 其它非贝叶斯方法：用 AIC、BIC、bootstrapping 等近似模型权重
• 机器学习理论

3. 关于 BMA 在经济学模型中的最新应用，可参看：
STEEL M F J. Model Averaging and its Use in Economics[M]. arXiv preprint arXiv:1709.08221.
2017.

18



结论

1. 在进行统计推断时，考虑模型的不确定性或统计结构的不确定性是非常重要的。

2. 理论上，BMA 比任何单一模型的预测表现都好

批评意见：

• Too complicate to present easily

– 可以仅考虑 PIP 做模型选择，比 p-值更容易理解
– 可考虑 BMA 得到的单个“最佳”模型（视为考虑模型不确定性后得到的模型，或敏感
性分析后的修正模型）

– 避免了模型选择的不确定性（BMA 对模型选择比较稳健（Robust））

• Higher estimates of variance

– BMA 才是正确的。
– 单一模型无视模型的不确定性，低估了参数估计量的方差，从而过多地得出“显著”结
论。
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